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Segunda prova unificada — 22 de novembro de 2023

TEMPO DE PROVA: 2h.

Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.

Questao 1 (2.5 pontos):
Seja f(x,y) uma funcao diferencidvel em (1,2) tal que f(1,2) = 7. Sabe-se também os valores das
3 4) (4 3)
ev= .

derivadas direcionais D, f(1,2) =11 e D, f(1,2) = —2, onde u = (5’ :

5 5

a) Calcule 7£(1,2).
b) Ache a equagao do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,2, 7).

¢) Qual o valor maximo que uma derivada direcional de f no ponto (1,2), avaliada em um vetor

unitario, pode assumir?

Solucao:

a) Seja 7 f(1,2) = (a,b). Como u e v sdo vetores unitdrios, segue que:

3 4 3 4
11=D,f(1,2) = L2 u=(a,b)-(=,=)=2 b
r2) = v u=(an)- (32) = das ]
4 3 4 3
—2=D,f(1,2) =vf(1,2)-v=(ab)- (=, —2) =Za—2
P12 =vi1D o= @) (3-3) = 30— 3
Dai, pode-se construir o sistema
4b = 12b=1
s b= 55 ot 12 =105 o 15 s a—5=b=10.
4a — 3b = —10 16a — 12b = —40

b) Do item anterior, f,(1,2) =5 e f,(1,2) = 10. Logo, a equagao do plano tangente em (1,2,7)
¢é dada por

z2—T7=5(x—-1)+10(y—2)=bx+ 10y —2—18=0.

¢) O valor mdximo da derivada direcional em (1,2) é o valor do médulo do gradiente de f neste

ponto, ou seja,

|7 F(L 2] =1](5,10)]| = V52 + 102 = V125 = 55

Questao 2 (2.5 pontos):
Temos uma taca, cujo topo é descrito por uma superficie de revolucao, onde a altura h se relaciona

com o raio 7, via h = cr®, para alguma constante ¢, veja figura abaixo. Temos que o volume é dado

pela expressao abaixo:
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Enchemos a taca com vinho suavemente, de modo que o volume, a altura e o raio do topo do liquido
variam com o tempo t.

a) Usando que h = cr®, encontre uma relacio entre a taxa de variacdo da altura h'(t), com a taxa

de variagao do raio r/(t), em termos de 7(t), h(t) e da constante c.

7r
b) Sabendo que enchemos a taca a uma taxa de volume constante igual a Zcm?’ /s e que no instante

em que a altura é 0, 5¢m, medimos a taxa de variagao da altura em lem/s, determine o raio
naquele instante e, consequentemente o valor da constante ¢ que descreve o formato da taga.

Solucao:

a) Como h = cr®, podemos derivar em ¢ para obter

_dh_d er_ 9
=T 3er = 3erer

(1) o =B (t).

(cr®) =

b) Derivando a expressao do volume, encontramos

_ﬂ_a_‘/ﬁ_f_a_‘/@_ 67r7"hr,+_37r7"2
dt Ordt Ohdt 5 5

Usando h = ¢r® e B = 3r¥,

%8 h'.

v 67rc5r4r’ N 377;2}1’ _ (2r? +53r2)7rh’ _ 2

Substituindo os dados do problema,

Questao 3 (2.5 pontos):
Encontre e classifique os pontos criticos da fungao:
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f(z,y) = cos(z) +4°.

Solucao:

Derivando parcialmente, temos que

fe(7,y) = —sin(x), fy(xay) =2y.

Com isso, para satisfazer a condicao de primeira ordem,

sin(z) =0, 2y = 0.
Dai, temos que x = km, k € Z, e y = 0. Logo, todos os pontos criticos sao P, = (km,0) com
keZ.

Resta estudar a condigao de segunda ordem. Temos que

fmx(Pk> == —COS(kﬂ') — (_1>k+17
fyy(Pk) 2,
Joy(Pr) = 0.

Logo,

D = 2(—=1)"",

que dividimos em casos. Temos que D < 0 se k é par, e em tal caso P, é um ponto sela. Se k é
impar, entao D > 0, e em tal caso temos que f,.(Py) > 0, pelo que P, é minimo local.

Questao 4 (2.5 pontos):
Determine os valores extremos absolutos de f(z,y) = "t na regiao

D = {(z,y)|z* + y* + zy < 1}.

Solucgao:

Como f é continua e D um conjunto fechado e limitado, os valores extremos de f em D sao
atingidos. Primeiramente, observemos que x* + 3 > 0,¥(z,y) € R*. Logo,

F0,0)=1e flz,y) =" > =1, Y(z,y) # (0,0) € D,
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de modo que Py = (0,0) é o ponto de minimo absoluto de f em D. Resta analisar a fronteira de
D, isto é, os pontos na curva z* + y* + 2y = 1. Pelo método dos multiplicadores de Lagrange,

obtém-se o sistema
2 2

20e” Y = N2z +y)

2ye” T = \(2y + z)

4+ tay=1

Note que A\ # 0, pois em caso contrario, x = y = 0, o que contraria a terceira equacao. Com isso,

2 x2+y2 2 m2+y2
= o = e =212y +12) =202 +y) = > =y’ =y = £x.

2ty ytw
Substituindo essas possibilidades na terceira equagao, obtemos

V3

y:x=>3x2:1:>x:y:j: 5

y:—x:>a:2:1:>a:::|:1,y:|:1.

Temos, portanto, a considerar:

P1: <£,£>, PQZ (-?,-?), P3:(17—1)GP4:(—1,1)

33

Observando que

f(Pl):f(P2):‘32/3ef(P3):f(P4):€2,

concluimos que f(0,0) = 1 é o minimo absoluto e f(1,—1) = f(—1,1) = ¢* é 0 méximo absoluto.
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